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1. Introducéo

Esta apostila foi desenvolvida como um projeto de ensino do Programa de Educacdo Tutorial do
Centro de Engenharias da Mobilidade (PET-CEM). O presente trabalho apresenta um resumo da matéria,
contendo os principais conceitos fundamentais e exemplos de véarios assuntos do calculo diferencial e
integral. Somente a leitura deste material n&o ¢ suficiente para entendimento total da matéria. E necesséria a
leitura de algum livro do assunto para analisar as demonstracGes de formulas e resolver outros exemplos.
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2. Conjuntos
2.1. Conjuntos Numéricos:
e Numeros Naturais (N)
N={1234,..1}
e NUmeros Inteiros (Z)
z={.-2-1,0,1,2 .}
e NuUmeros Racionais (Q)
Q={.,-1,..-1/2,.,0, .. %,., 1.}
e NUmeros Irracionais (Q’)
Q={V2=1414..,e=271.., m = 3,14159 ..}
e NuUmeros Reais (R)
R = QuUQ’

O Conjunto dos Numeros Reais com as operacdes de adicdo e multiplicacdo satisfaz os axiomas

abaixo:
v Fechamento: se a,b € IR,

existe um e somente um numero real denotado por
a + b, chamado soma;

existe um e somente um numero real denotado por
ab (oua x b, oua - b), chamado produto.

v Comutatividade: se a,b € IR entédo
a+b=b+a e a'b=b-a

v Associatividade: se ¢, b, ¢ € IR entao

a+b+c)=(@+b)+c e
a-(b-¢c)=(a-b):
v Distributividade: se a,b,c € IR, er
a-(b+c)=ab+ac

v Existéncia de Elementos Neutros: existem
0e 1 €elRtaisque a+0=a e a'l=apara
qualquer a € IR.

v Existéncia de Simétricos: todo a € IR tem um
simétrico —a,talquea+ (—a) =0.

v Existéncia de inversos: todo a € [R,a # 0 tem um
inverso 1/,, tal que a-:—l =

v Subtragdo: a—b =a+ (—b), a,b € IR.

v Divisao: %=a~%, a,b €IR, b+ 0.

2.2. Eixos Coordenados:
I Origem

1 |
1 |

- 3 21 0 1 2

w—_
+
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2.3. Desigualdades:

Axioma de Ordem: Nos reais existe um subconjunto de positivos, tal que:
i. Sea €IR = a=10; ouaé positivo; ou —a e positivo.
ii. Asoma de dois nimeros positivos e positiva;
iii. O produto de dois numeros positivos & positiva.

Definicgdes:

v O nimero real a é negativo se e somente se —a & positivo.
v Os simbolos < (menor que) e >(maior que) sé&o definidos:
i a<b e b—aépositivo;

i w=b =a—beé positivo.

v Os simbolos < (menor ou igual que) e = (maior ou igual que) sdo definidos:
i a=hs=sa<houa=h

i azbsa>=boua=5.

Propriedades: Sejam a,b,c,d € IR.
i.i Sea>beb>centadoa>c.
i. Sea>bhbec>0,entdoac > bc.
i. Sea>b ec <0, entdo ac < be.
iv. Sea>b,entdo a+c > b+ c paratodoreal c.
v. Seu>bec>d,entdou+c>b+d.
vii Sea>b>0ec>d>0,entao ac > bd.
Prova dei. : Sea>bg(a—b)>u.
Se by 2L h—&in 0

d
Logo (a—=b)+ (b—c¢)>0,0useja (a—c) >0 gam:.
Intervalos:

v Intervalo Aberto: {x | a < x < b} denola-se («,b) ou

Ja, bl.
1 [ =
] ( ”
a b
v Intervalo Fechado: {x | a < x < b} denota-se [a, b].
[ ] N
| ] ”
a b

PET — EMB
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v Intervalo Fechado a Direita e Aberto a Esquerda:
{x | a < x < b} denota-se (a, b] ou ]a, b].

1 ]

I 1

a b

« Intervalo Aberto a Direita e Fechado a Esquerda:
{x | a £ x < b} denota-se [a,b) ou [q, b|.

[ [

| |

a b

v

L 4

v Intervalos Infinitos:
i {x|x > a} denota-se (a,+) ou |a,+oo[.
1

1

a

ii. {x|x = a}denota-se [a, +0) ou [a, +oo].
: >
a

i {x|x < b} denota-se (—o0,b) ou ] — 0, h|[.
{ >
b

iv. {x|x < b}denota-se (—w,b] ou ] —w, b].
' | -
d -

b

Resolucéo de desigualdades:
Exemplo 1: Determinar todos os intervalos de numeros que satisfazem a desigualdade abaixo e fazer
a representacdo gréafica: 3+7x < 8x+9
Resolucao: 3+47x—3<8x+9-3
7x < 8x +6
7x —8x < 8x + 6 —8x

—x <6 .
x> —6
Portanto, {x|x > —6} = (—6,+x) & a solu¢ao.
Graficamente: _;(3 >

Exemplo 2: Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfazem a desigualdade abaixo e fazer
a representacdo grafica: 7 < 5x+3 <9
Resolucao: 7—-3<5x+3-3<9-3
4<5x<6
4 6
g <x < g
Portanto, {x|§ <x< g} = (g,g] & a solucao.

Graficamente:

v

U1 W= A
| o A
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Exemplo 3: Determinar todos os intervalos de numeros que satisfazem a desigualdade abaixo e fazer
a representacgdo grafica: x/(x+7) <5, x#-7

Resolugdo: vamos multiplicar ambos os membros da

desigualdade por x 4+ 7. Precisamos considerar 2 casos:

v Caso 1: x+7>0,o0useja, x> -7
Entdo, x <5(x+7) = x <5x+35
x—5x<5x+35-5x = —4x <35
x >-=35/4
Portanto, {x|x > =7} N {x|x > =35/} = (=7, +x).
v Caso 2: x + 7 < 0, ou seja, x < -—7.
Entdo, x >5(x+7) = x >5x+35
X < —35/4

Portanto, {x|x < =7} N {x|x < —33/,} = (—w,—33/,) é

a solugao do caso 2.

v Asolugdo é: (—w,—35/,) U (=7, +x).
Graficamente:

% - - 2o
-35/4 -7
2.4. Valor Absoluto:
Defini¢do: O valor absoluto de a, denotado por |al, &
definido como

v lal=a seaz=0

v lal = —a, sea<0
Interpretacdao geométrica: Geometricamente o valo
absoluto de a, representa a distancia entre a e 0.
Escreve-se entdo |a| = Va2. De forma geralse ae b
sao pontos sobre um eixo coordenado, entao a

distanciad entreelesed = |b — a].
a b b a
o T

& & =

-l-:—b—ﬂ—b-‘ |4—ﬂ.—b—>
Propriedades:

L |x]<ae —a<x<a ondea>0.
i |x]>aex>aou x<—aondea>0.
iii. Sea,belR, entio |a-b|=|al-|b|

Jed

iv. Sea,belR eb #0,entédo E‘ ="

v. Desigualdade triangular:

Se a,b € IR, entdo |a + b| < |a| + |b].
vi. Sea,b elIR, entdo |a — b| < |al| + |b|.
vii. Se a,b € IR, entéo |a| — |b| < |a — b|.

PET — EMB
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Desigualdades com valor absoluto
v |x—a| <k, ouseja, -k <x—a <k. Logo
a—k<x<a+k

a-k a a+k

A 4

|« k unid.— | < k unid.— |

v |x—a|l >k, ouseja, x—a<—k oux—a > k. Logo
x<a—-koux>a+k
a-k a a+k

B
-

v

‘|<—k unid.— | < k unid.— |
Exemplo 1: Resolva a equacao:
|7x = 1] = |2x + 5]
Resolucdo: Esta equacgao sera satisfeita se:
v Caso1: 7x—1=2x+5

Entdo, 7x —2x=5+1 = 5x=06

Logo, | x = ¢/,

v Caso2: 7x—1=—-2x+5)=27x—1=-2x-5

Entdo, 7Tx+2x=-5+1 = 9x=-4

Logo, | x = =%/,

A solugdo final é x=°%/, ex=—1%/,

Exernpl_o 2: Encontre os numeros reais que
satisfacam a seguinte desigualdade:
[7x—2| <4

Resolucdo: Interpretando o modulo:
—4<Tx—-2<4
—44+2<Tx—-24+2<4+2
—2<7x<6

e
75157

Portanto, xe¢ (—ég)

Exemplo 3: Encontre os nimeros reais que
satisfacam a seguinte desigualdade:
3—2x
2+x

|54, x # =2

Resolugcao: Reescrevendo: |3 — 2x| < 4|2 + x|

Elevando ambos os lados da desigualdade ao quadrado:
9 —12x + 4x? < 16(4 + 4x + x?%)
9 —12x + 4x? < 64 + 64x + 16x7?
—12x2 —76x —55<0
12x2+76x +55=>0

12(x +5/g)(x + 1/5) 2 0

10
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Temos (x +5/5)(x +1%/,) =2 0. Adesigualdade sera
satisfeita quando ambos os fatores tiverem o mesmo sinal:

v Caso1: (x+5%/5) =0 e (x+11/,)>0

Ouseja, x=-3/, e xz=-1/, =| x= -5/,

v Caso2: (x+3%,)<0 e (x+11/)=<0

Ou seja, 3'5—5/6 e xg:_ll/z = x<_:—11/2

Desta forma, a solucao final sera :
(—eo, = 1/5] U [= 5/, +)

-e

3. Funcéo

Sejam A e B subconjuntos de IR.

Uma fungdo f: A — B é uma lei ou regra que a cada elemento de A se faz corresponder um unico
elemento de B.

O conjunto A é chamado dominio de f e é denotado por D(f).

B é chamado de contra-dominio ou campo de valores de f.

fA—B ou y = f(x)

x — f(x)

E funcao

=) (6

Nao e funcao

Definicdo de funcao:
v Sejaf A-—B.

(i) Dado x € A, 0 elemento fix) B é chamado de
valor da funcéo 7 no ponto x ou de imagem de x
por f.

(i) O conjunto de todos os valores assumidos pela
fung&o & chamado conjunto imagem de fe é
denotado por Im(f).

11
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Definigdo de grafico de funcéo:

Operagdes com fungdes

PET — EMB

v Seja fuma funcio. O grafico de f é o conjunto de

todos os pontos (x, flx)) de um plano coordenado,
onde x pertence ao dominio de £

Exemplo 1: Sejaf: IR — IR, definida por f(x)=x2.

LY

D(H=IR :
|m|:fl,l = [U,+m'j ) 11
Exemplo 2: Exemplo 3:
LY by
4| - p——
(3} 5 4
S T
X 2] 2 X
(2 2 = s
flxy=x 1"—2. sex -2
flx)=12. se2<x=2
D) = IR |4 =ex-2
Im(f) = IR NI
miH = ~22,4

-

Dadas as fungdes f e g, definimos:
(@) (f+g)x)=f(x)+glx)
(i) (f—g)x)=f(x)—glx):
() (f xg)(x) = f(x)=g(x):

. . X
@ (Flem=12
g(x)
(O dominio das funcdes definidas € a intersecgdo dos
dominios de fe g|

v Se fé uma funcdo e k € um numero real,
definimos:

(kf)(x) = kf ().
O dominio de kf coincide com o dominio de f.

v Dadas duas funcdes fe g, a fung3o composta de
g com f, denotada por g,f, € definida por:

(&0.)(x) = g(f (x))-

O dominio g,f € o conjunto de todos os pontos x no
dominio de ftais que f(x) esta no dominio de g.

12
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Exemplo1: Sejaf(x) =14++vx—2 e glx) =x -3
Determine:

(M (F+g)x) R x—2++x-2 D(f)=[2+m)

() (f—g)x) R 4—x++x—2, D({f)=[2 +wm)

(i) (Fg)(x) R (1+vVx=2)(x—3), D(f) = [2,+)
@ (£) o R 52 pp) = [2,+e)\(3)

(v) (7f)(x) R: 7+ 7vx—2, D(f) = [2,+x)

(vi) (fog)(x) R 1+.x—5 D(f) =[5+=)
(vii)(gof)(x) R: —2+x—2, D(f) =[2,+oo)

Tambem determine os dominios em cada um dos itens
acima.

3.1. Tipos de Funcdes:

3.1.1. Funcdo CONSTANTE:

E toda funcéo do tipo f(x) = k, que associa a qualquer nimero real x um mesmo ndmero real k.

(i)O dominio da funcéo f(x)=k é D(f)=IR.
(ii)O conjunto imagem é o conjunto unitario Im(f)={k}.

AY .I\Y

(a) (b)
3.1.2. Funcéo IDENTIDADE:

E a fungdo f: IR — IR definida por f(x) = x.
(i)O dominio da funcdo f(x) =x é D(f) = IR.
(i1)O conjunto imagem € Im(f) = IR.

Y

3.1.3. Funcio do 1° GRAU

=¥

E toda funcéo que associa a cada nimero real x o nimero real ax + b, a # 0. Os ndmeros reais a e b sdo

chamados, respectivamente, de coeficiente angular e linear.
(i)O dominio da funcéo f(x) = ax + b é D(f) = IR.
(i1)O conjunto imagem é Im(f) = IR.
AY

1

T
. %
—

%e}-‘
5
v
n
M

PET — EMB

>
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3.1.4. Fungdo MODULDO:
A funcéo definida por: y =
(i) O dominio é o conjunto D(f) = IR.
(ii) O conjunto imagem é Im(f) = [0, +o0).

3.1.5. Fungio QUADRATICA:

E a fungdo f: IR — IR definida por:
f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0.
O dominio da funcdo é D(f) = IR.

=Y

A=h —4uc>0

A=p—dac =10

A=h —dae <0

a pardbola intercepta
0 eixo dos 1+ em dois
pontos distintos,

a pardbola intercepta
0 eixo dos v
em um unico ponto.

a pardbola nio
intercepta o
eixo dos .

3.1.6. Fungdo POLINOMIAL:

E a fungdo f: IR — IR definida por:

f(xX) = agx™ + a;x™ 1 + -+ a,_1x + a,, onde ay, ay, ..., a, a, # 0, sdo nlmeros reais chamados
coeficientes e n inteiro ndo negativo, determina o grau da funcéo.
O dominio da fungdo € D(f) = IR.

3.1.7. Funcdo RACIONAL:

E a funcéo definida como o quociente de duas fungées polinomiais, isto €,
f(x) = p(x) / q(x), onde p(X) e q (x) sdo polindmios e q(x) # 0.
O dominio da fungdo é D(f) = IR excluindo aqueles x tais que q(x) = 0.

Jix)=

v—1
x+1

D{f) = IR - {-1}

14
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3.1.8. Fungdes PARES E IMPARES:

Uma funcdo f(x) é par se, para todo x no dominio de f, f(-x) = f(x).
Uma funcao f(x) é impar se, para todo x no dominio de f, f(-x) = -f(x).

Exemplos:
fx)=x
f(=x)=(=x)’ =x" = f(x) > par.
f(x)=x"+x>
f(=)=(=x) +(=x)’ =—x" —=x’ =—(x" +x") = —f(x) — impar.

f(x)=x"+4 - nem é par e nem ¢ impar.
3.1.9. Funcdes PERIODICAS:

Uma funcéo f(x) é periodica se existe um namero real T # 0 tal que f(x + T) = f(x) para todo x € D(f).
AY AY

4

6 4 2 2 4 6x

3.1.10. Fungdo INVERSA:

Definicdo: Uma fungdo f é chamada fungdo injetora se ela nunca assume o mesmo valor duas vezes; isto &,
f(x4) = f(x7), se e somente se x; = x5.

Teste da reta horizontal: Uma funcg&o € injetora se nenhuma reta horizontal intercepta seu grafico em mais
de um ponto.

Definicao: Seja f uma funcéo injetora com dominio A e imagem B. Entédo sua fungéo inversa f~1 tem
dominio B e imagem A, sendo definida por =1 (y) = x <> f(x) =y para todo y em B.

Exemplo 1: Afungao f: [0, +w) — [0, +w), definida por Exemplo 2: Afungéo f: IR — IR, dada por f(x)= x°, tem
fix)= x2, tem como inversa a fungao como inversa a fungao g:IR = IR, g(x) = x'3 .
g:[0, +0) = [0, +<0] g(x) = x"2 . ,

Y y=x, —

...... . y= ﬁ\ X

AY Y= xf, .
[ y=vXx

4. Fung0es Elementares do Calculo

15
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4.1. Funcdo EXPONENCIAL:

De base a, a fungdo f de IR em IR que associa a cada x real o nimero real a*, sendo a um nimero real,

O0<a#1. Ou f:IR—IR

X—>y=a*

Dominio — D(f) = IR
Imagem — Im(f) = (0, «)

(0.,1)

AY

(0,1}

4.2. Fungio LOGARITMICA:

>
>y

Dado um namero real a (0 < a # 1), chamamos funcéo logaritmica de base a, a funcdo de IR} em IR que se

associa a cada x o numero log,X, isto &, f:IR; - IR

X = y=1log.X

Dominio — D(f) = IR} gix) = '

Imagem — Im(f) = IR

glx)=a"
Y {ab'lj ’f.‘
#

(D<a<1)
s y=log, ¥
/ (O<a<i)
e

1.7/ il

4.3. Funcdo LOGARITMICA (Logaritmos NATURAIS):

i X

Uma escolha conveniente para a base do logaritmo é a base e. O logaritmo na base e é chamado logaritmo

natural e tem a seguinte notacao:
log.x =Inx

Definido por: In x=y & e¥Y=x

Exemplo: Encontre xselnx = 5.

Aplicando a exponencial a ambos os lados da equacéo:

Inx=5=e>=x

Logo,

4.4. Fungbes TRIGONOMETRICAS:

4.4.1. Funcdo SENO:

Funcdo seno é a funcdo f de IR em IR que a cada x e IR faz corresponder o nimero real y = sen X,

isto e,

f:IR—IR

X — Yy =sen X
Dominio — D(f) = IR

Y

rl

Imagem — Im(f) = [-1, 1]

-

w2

w2 n@_}
1

“A funcdo seno € periddica e seu periodo é 2n”

PET — EMB

16



tj—-~" e

Célculo Diferencial e Integral |

4.4.2. Funcdo COSSENO:

Funcdo cosseno é a funcdo f de IR em IR que a cada x € IR faz corresponder o0 nimero real y = cos X,

f: IR —»IR

X — y=C0SX
Dominio — D(f) = IR
Imagem — Im(f) = [-1, 1]

isto é,

/

Ay

<

awz\-i/ w2

0 me\:’:-y/i

“A funcio cosseno € periddica e seu periodo é 2n”

4.4.3. Funcdo TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE e COSSECANTE:

— tangente:
Sen x
Y=

&

Cos X
— secante:

sec .y =
COs X
* condicao

cosx=0

L
giiula)

y:luxl .y=cmgxl

D(rg):{.TER;".\‘i§+FHT.HEZ}

D(cotg) ={xeR/x=nm.ne’l}

PET — EMB

— cotangente :

cos X

cotgx =
sen x

= cossecante:
1

SEen X

COsSEC X =

* condicdo :

senx =0

J Ul

Be ;-ﬂ?ﬁ‘ﬂ W2 3n2; ¥ =2n  -m |0 Err Eﬂ;i

N A

¥ = 5eC X ¥ = COsec x

D(sec) ={xeR/x= % +nr.nel}

-

D(cosec) ={xeR/x=nm.ne’}

17
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4.5. Fungbes TRIGONOMETRICAS INVERSAS:

Y = BFCEEN X < BEN Y = X

AY
n2}-----

1-n/2

§ o St P P4 B s T B
f{x) =sinx
e e 7§ B B L N

f_il[:r} =arcsinx

Yy =4arc cosx = X =Ccosy
arc cos =2 — arcsen .y

AY

_1'

f:lo,m] = [-1,1],

Fixl =¢osx
fil-11]=[o,x],

fi{x) =arc cosx

Yy=aclgr=r=1gy

AY
............. e
X
............. (-

fA=7/2,7/2] 2 IR,

fix) =tgx
fYUIR = [=7/2.7/2)

fx) =arctgx

4.6. Funcdes HIPERBOLICAS:

PET — EMB

=> seno hiperbolico:

g —e
2

senh ¥ =

= cosseno hiperbolico :

e +e”

coshx=

D(senh) = (—x, + )

D(cosh) = (—uwo, + o)

Im(senh) = (o, + o0)
Im{cosh)=[1+x)

¥ :”gg.f____. L

y=5enhx

{a)
Y
¥=coshx

et bt
AT p=-1i2e” X

y=iod, Ty =1t

18
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5. Nocdes sobre limites

Nocéo intuitiva: . o
v Exemplos de sucessdes numericas:

(1)1,2,3,4,5,.

(2) 1 f2 2f3 3/4, 4“5 hiG. .

(3) 1 -2, -3, .

(4) 1 3f2 3 |o/4, 5, ?“6 7, .

v Limite da sucessao:
1) x—+m
(2) x—1

(3) x—=—w

(4} x —"oscila sem tender”

v" Exemplo 1: Analise o limite de y = 1 —(1/ x) quando
X tende para o infinito

v Monte a tabela com x, = {1, 2, 3,4, 5, 6, 500, 1000}

e x,={-1,-2,-3, -4, -5, -100, -500}

1 1 2 3 4 5 i . S0 . L0000

y ] 12 3 3 EA] 5 e AUHSIHD e BERENTLODD
r -1 -2 -3 -4 =3 : =100 =500

¥ 2 inz 473 h1/S i1k] . omg §01/500

¥ Analise do grafico:

J v—1 quando x— towm
1-4

o P

( X imf1-1)=1
x—txl| x

19
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Definicéo:

Uma funcéo f(x) tem limite L quando x tende para a, se é possivel tornar f(x) arbitrariamente préximo de L,
desde que tomemos valores de x, x # a suficientemente préximos de a (por ambos os lados de a).

lim f(x)=L

X—a

.Formalmente:

se para todo £> 0, existe um &= 0, tal que
fix)-L| <& sempreque 0 < |x-al <a.

Unicidade do Limite
Se Im f(x)=L e lmf(x)=L, entdo L, =1L,
x—a x—»a - -

Exemplo:

Usando a definicédo de limite, provar que: ]j1111(3:r -1)=2

lim f(x) =L = Notacio de limite

X—a

Vejamos o que diz a definicdo:
para todo £> 0, existe um 6> 0, tal que
[fix)-L|<esempreque 0 < |x-a|< &
Entdo, vamos aplicar a definicdo:

para todo £> 0, existe um 6> 0, tal que
[(3x-1)-2|<esempre 0 < |x- 1| < &

Para todo £> 0, existe um &> 0, tal que
(3x-1)-2|<esempre 0 < |x- 1] < &

[3x—1- 2|<¢
|[3x—-3| <&
[Btx—1)<e
Jx—1)<e¢
x—1 < &3
Logo 6= /3

20
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Propriedades dos Limites:

Se a.m € n $a0 NUmeros reais. entdo : Se lim f(x)elim g(x) existem,
X—a X—d

€ ¢ € um numero real qualquer. entéo :
m=0=lm(mx+n)=ma+n

x—a (a) lim [f(x) + O(x)] =l f(x)+lm g(x);
X—¥a X—a X—¥a
=limec=c
x—a
i — b) lime.f(x)=c.lim f(x);
:‘>]£}%x—a (®) lme.f(x)=c.lim f(x);
Se ];'i-}: f(x)e ];'i-}: g(x) existem, Se}lrgl;f(x} e jEi_rgg(x) existem,
e ¢ & um numero real qualquer. entdo : e ¢ ¢ um numero real qualquer, entfo :
(¢) lm(f(x).g(x))=1lim f(x).lim g(x); O] li_fgﬂ[f(x )" = [lgn fx )] para qualquer inteiro positivon;
X—pa x—d X—a I—a X—a
lim f(x) lim? f(x) =»/lim f(x),se lim f(x) >0 e n inteiro par
(d) ]jm{ f(x)] =X ,desde que lim g(x) = 0 @ xa Ve Vx—a /1 x—a / P
el g(x) hﬂlg(x] ¥ e tambémse n impar lim f(x)= 0 ou lim f(x)<0;
X—3a X—»a I—a

Se liill f(x)e 11'21 g(x) existem.

e ¢ é um numero real qualquer. ento :

() limln [f (n.')] = ]11[1‘1'111 f (n‘)]selim f(x)=0;
x—x1 —+d x—ad

() limcos [ f (.\')] =cos [13111 f (.1')}
x¥—a S

(1) Lm sen[ f (.\')] =sen Eill] f (.1')1
X1 —*

() lme ™ =o',
T x—a

Teorema do Sanduiche: Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo a, exceto
possivelmente em x = a, e se J1(1_1}1‘} fx)=L= }i_r,l‘} g(x)
Entéo,
lim h(x) =L

X—=a

Exemplo:

. 1
Encontrar lim x?2 |sen —‘
x—=0 ]

21
PET — EMB



(} Célculo Diferencial e Integral |
W‘,’.v > J - ‘lf

v Como seno varia de -1 a 1, temos:

1
0= sen;‘i'l,b’x#ﬂ

v Multiplicando a desigualdade por x2, temos

1
0 = x? |sen E‘ <x2,Vx =0

v Como lim 0 =0 e lim x* = 0, segue pelo Teorema do
x—=0 x—0

. . 1
Sanduiche que lim x? ‘sen —‘:D
x—0 X

5.1. Limites Laterais:

Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto (a, ¢). Dizemos que um numero L é o limite a
direita da funcdo f quando x tende para a e escrevemos:

hm f(x)=L

se para todo s> O existe um &> 0, tal que [fix) - L| < ¢
sempre que a<x<a+ 4d

Seja f uma funcéo definida em um intervalo aberto (d, a). Dizemos que um namero L é o limite a
esquerda da funcdo f quando x tende para a e escrevemos:

lim f(x)~ L

X—rd

se para todo s> 0 existe um 6= 0, tal que |[fix) - L| < &
sempre que a - 6< x < a.
TEOREMA: Se f € definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no ponto a, entdo:

lim f(x)=Lseesomentese lim f(x)=Lelm f(x)=L

X—a X—a X—a

Exemplo:

Considere o grafico: ¥

v Calcule: ) )
¢ lmg) =3 ree)
x—=2- ; ?.__.—-’
v lim g(x) = 1 1 -
x—=27 I : | | I
' ) 1 4 o
v lixt% g(x) nao existe : 1 2 3 4 5
otk S
V’ i i ]
lm g(x) = 2
d IIE?.FH{I:] = 2
v T % i
lim g(x) 2 )

PET — EMB
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5.1.1. Expressoes Indeterminadas:

0 o
C 0 0 o
— ___ o0 — 00, 0}('3:'., 0 .00 e 1
0
Exemplo:
X —3x+2
lim ——
==l x—4

2
lim == +2_ lim (x —2v+ II’H”Zj
x—==2 =4 x—-2 (.‘\' -2 X.Y‘I‘:)

(P —2x+1
:}EE(\(?;)

lim (x2 —2x +1] 9

— x—=—21 —_
}HP(\ -2) 4
6. Limites no Infinito:
Seja fuma fun¢do definida em um intervalo aberto Seja fuma funcdo definida em (-oo, b).
(a, +x). Escrevemaos: Escrevemos:
lim f(x)=L Iim f(x)=L
X—»+00 X—»—0
se parf qualquer £> 0, emsteAum A>0tal que se para qualquer £> 0, existe um B < 0 tal
Iflx) - L| < & sempre que x > A. que |fix) - L| < £ sempre que x < B.

v Teorema:
Se n & um namero inteiro positivo, entéo:

() lim f(x)=lm - =0
X—+0 X—+0 x

(77) lm f(x)= 11111 % =0
= X

¥ Exemplo 1:

Determinar v Solugio: /
2x -5 x(2-2") /
=5 ? (i) 11111( J: lim i a
(.") ]]_1]_1 f{\)—r]_]lgc 8 H T+ 8 X3+ T(l-!—/) x—>+cc(1+8 )
lim (2 - ) lim 2 — lim ‘3\
lim ['2“(_ 5] _ xl_ig}c(zx —5)  lim( + 8 o B 1i111 1+ lim 8,(
TR mbe® im2-slm b, 2oso

lim 1+8 lim IY 1+8.0

. . - . o
Temos uma indeterminac&o do tipo —
= X—0 x—+0 4 .

23
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6.1. Limites Infinitos:

v Definigéo: ¥ Definigéo:

Seja f(x) definida em um intervalo aberto contendo
a, exceto, possivelmente, em x = a. Dizemos que:

Seja flx) uma funcdo definida em um intervalo aberto
contendo a, exceto, possivelmente, em x = a.
Dizemos que:

Im f(x) =+ 91_5 f(x)=—x

x—a

se para qualquer A > 0, existe um &> 0 tal que se para qualquer B < 0, existe um §< 0, tal que

fix) > Asempre que 0<|x-a/<8. Teorema: fix) < B sempre que 0< |x - a| < J.

Se n & um numero inteiro positivo qualquer, entao:
R .1
(@ Im f(x)=1lm — =+w
1—=0° x=0% "
+o0.5¢ B épar

. o1
ii) lim f(x)=lm—=
( ) x—}O'f( ) =0 " .
—on,5e B éimpar

Determinar v Solugéo:
() lim f()= limBx —av+1) ) m £ = lim (2’ a2’ +1)

el 4/, )

? fimc b +m ()1

—+m —+m x—=+m Y X x—=+m Y X

Temos uma indeterminac&o do tipo oo — oo
=[+o]-[3-4-0+0]=+e

6.2. Assintotas:

AY AY AY
................... | S
—-———..‘_____\ : X
;{ _____________ E_ B /
! X
v Definigao: v Definigdo:

Areta x = a € uma assintota vertical do gréafico de
y = f{x), se pelo menos uma das seguintes
afirmacdes for verdadeira:

() lim f(x) =+

Areta y = b € uma assintota horizontal do grafico
de y = fix), se pelo menos uma das seguintes
afirmacdes for verdadeira:

() lim f(x)=+» (@) _jil}}cf (x)=>b

(fi) Lim f(x)= - (7)) lm f(x)=>
T=a v Definigdo: X——x

() lim f(x)=-o Areta y = ax + b & uma assintota inclinada do

grafico de y = f{x), se pelo menos uma das
sequintes afirmacgdes for verdadeira:

@ lm [f(x)~(ax+b)]=0

(i) lim [f(r) —(ax + b)] =0 24
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6.3. Limites FUNDAMENTAIS:

Exemplo:
Lim. Fundamental
v Exemplo 9: Calcule o
g\ ¥F1 tim(1+ V) =e.
lim ('l +—) o= /X
x—+oo x
Solugéo:
2 x+1 23 X 2
lim (1 + —) = lim (1 + —) lim (1 +—)
x—+co X x—+tco X/ x—tcoo x

= lim (1 +_;)§.2 lim (1 +§)

x—+co x—+too
=e?2 1 =¢?
6.4. Continuidade:
v Definigédo:

Dizemos que a fungéo fé continua no ponto a se
as condigdes forem satisfeitas:

(a) f ¢definida no pontoa:
(b) lim f(x)existe:
(© lim f(x)=f(a)

AY A AY

Y

/

a X X a X
Proposicoes:
¥ Proposi¢tes:
. 4. Senx
(I) lim =1
)y

(2) lim (1+ lx’}_)x =e.

x—¥tmwo A X
onde e € o numero irracional neperiano cujo
valor aproximado é 2.718281828459...

a*—1

3 I _ ‘ .
(3) Ln—}ol Ina (a>0.a%l)

x

PET — EMB
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Se as funcdes f e g sdo continuas em um ponto a, entdo:

e (f+g)écontinuaem a;
e (f-g)écontinuaem g;
e (f.g)écontinuaem ga;
e (f/g)écontinua em a, desde que g(a)#0;

e Uma funcdo polinomial é continua para todo nimero real;

e Uma funcéo racional é continua em todos os pontos do seu dominio;

e As funcgdes f(x) = sen(x) e f(x) = cos(x) sdo continuas para todo nimero real,
e A funcgdo exponencial f(x) = e* é continua para todo nimero real x.

v Proposigio:
Se fe g funcdes tais que lm f(x) =D
X—a
e g é continua em b. Entéo,

lim (gof)(x) = g(b)
ou seja,

tim g £()] = ellim 7]

¥ Proposigoes:
v Se fé continua em a e g é continua em fla),

entéo a funcéo composta g,f & continua no
ponto a.

v Seja y = f{x) uma funcéo definida e continua
num intervalo I. Seja J = Im(f), se fadmite uma
funcéo inversag=f-"':J 1l entdoge
continua em todos os pontos de J.

6.5. Teorema do valor intermediério:

v Exemplo 1 : Calcule:

1-—x
1—x
v Afuncéo g(x) = arc sen x & continua, temos:

. 1—x 1—vx
lim arc sen |——) = arc sen 11111
r—1 1-x 1—x

lim arc sen
x—=1

= arc sen ( (1 x . )
= arc sen ( ((1 xjglﬂf’a?) ))
= arc sen ( L ((1+v’_)))

= arc sen ( )

¥ Definigcao:
Seja fdefinida num intervalo fechado [a, b].
(@) Se lm f(x) = f(a). dizemos que f
€ continua a direifa no pontoa.
(i7) Selm f(x) = f(b). dizemos que f
€ continua a esguerda no ponto b,

(iii) Se f é continua em todo ponto do intervalo

aberto {a. b). f € continua a direita em a e continua a esquerda

em b, dizemos que f € continua no intervalo fechado [a. &].

Se f € continua no intervalo fechado [a.b] e L é um mimero tal que ffa) < L < f{b)ou
Jfib) = L = ffa), entdo existe pelomenos um x €[a. b] talque fix) =L

AY

f(a)
ﬂr xj =L
fb)

=V

PET — EMB
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7. Derivada:

Encontrar a eg. da reta tangente a curva y = f (x)

Seja curva definida no intervalo (a, b);

Sejam os dois pontos distintos P(x1,y1) e Q(x2,y2);

Seja s a reta secante que passa por P e Q.

Considerando o triangulo retangulo PMQ, temos:

Considere que P esta fixo;

Considere que Q move-se da direita para a esquerda sobre a curva.

m(x;) = lim Ly

0—F Ax

e ainda

Axy =0

Definicéo:

o
=

Dada uma curva y = f(x), seja P(x;, y;) um ponto sobre ela. A inclinacdo da reta tangente a curva no

ponto P é dada por:

Ay )
— = lim
A

m(x,) = lim
(%) 0P

Jxy) = f(x)

X  *nan Xy —

m(x,) = lin
( 1) .
ou

S (% + Ax) - (%)
0 ¥

A

Se a funcdo f(x) € continua em x,, entdo a reta tangente a curva y = f(x) em P(x,, f(x,)) é:

(i) E a reta que passa por £ com inclinagéo:

m(x,) = im S +Ax) - (%) “se existe o limite”

Ax—0 Ax‘

(ii) E a reta x = x, se:

lim S +AY) = f(x;)

Ax—0 AT

PET — EMB

“for infinito”

v—f(x)=m(x—x)
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7.1. Velocidade e Aceleragéo:

v' Definicao: Velocidade instantanea

v(r) = ﬁ = lim as =lim —S(r +4n =5
dt a0 Ar a0 At

v' Definicao: Aceleracao instantanea

a(t) = @ = lim A = lim v+ A0 —v(o)

dr A—=0 Ap A0 Atr

Exemplo:

* Mo instante t = 0 um corpo inicia um movimento em
linha reta. Sua posigdo no instante ¢ é dada por
s(t) = 168 — ¢

a) Determinar a velocidade do corpo no instante t = 2,
b) Determinar a aceleracdo no instante t = 4

¥ Resolugdo: b) A aceleracdo no instante t é&:

¥ Resolucdo: a) vehc&dade num instante t: oy o
o st +AL) —s(t) . v+ A —v(t
v(e) = &;Tn At a(t)= g!l:'-]:]n At
— lim [16(r+a0)—(t+a0)%]-[L6c—£7] — lim 16—2(r+At)—16+2¢
Ar—0 At Ar—0 yﬁ/—}f—zit—;é-;{
. 1,94—15&:—/-(—3:5&(&:)5—%;{ = lim £
- L'Hmﬂ At ar=0 a
X . i 28t -
. 164t — 2tAt — (At)? = J!H‘Tﬂ = 2 unid. Aceler.
= am Atf Logo a aceleracio em t = 4 & dada por a(4) = -2,
= lim 16 — 2t — At
Ar—0
=16 — 2t

Quando t = 2 temos: v(2) = 16 — 2.2 = 12 unid. Veloc.

7.2. A derivada de uma fungéo:

A derivada de uma fungdo y = fix) @ a fungdo
denotada por f{x), tal que seu valor em qualquer x
e Dif) & dado por:

lim J(x+Ax) — f(x) “se o limite existir”
Ax—0 &r

fx)=
¥ Funcdo derivavel:

“Quando existe a derivada em todos os pontos
de seu dominio”
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¥ Diferentes notacdes:

(1) D, f(x)=1é-sedenvada f(x)emrelagioa x:

(i1) D,y =1é-sedenvadade vemrelacioa x;

(111) 4 = |é -se dentvada de y emrelacioa x;
d
X

(iv) ¥ = 1é-se ylinhade x;
(v) f(x)=1é-se flinhadex

Exemplo:
Dada f(x), encontre *(2):
f(X): 5x° + 6x - 1

¥  Resolucdo:
Ponto de partida
o g S OnHAD) = f(x)
£ () = fim S

Para x; = 2 dado:

f2+Ax)- (2

f(2)=hm A

Ar—{

52+ A0 +6(2+AY)—1—(5-27+6-2-1)
Ax

f@=1m

hm/m + 20Ax + 5{AX) + 37 + 6Ar— 2012

f@=

s Ax
) 3 g z A * <
£0) = lim 208580 _ ,x{{zﬁfim)
Arsl) Ax Ax—+0) vy

(= Lim 26+ 5Ax) = 26

7.3. Taxas de Variacdo

¥ Seja y = fi(x). Se x variar de x, para x, entdo a
vaniagdo de x (incremento de x) é:
Ay = x5 —x;

¥ Wanacgdo comespondente de y:

Ay = flxz) — flxd)
¥ O quociente de diferencas

ﬁ _ Flxz) — fxy)

Ax Xg — Xy
& denominado taxa média de variagdo em y em relagdo a
x no intervalo [x,, x;].

PET — EMB

¥

¥

Quando x, — x,. ou seja, Ax — 0 essas taxas médias
sdo chamadas de taxa instantinea de varagdo de y
em relagio a x:

Ay -5 flxz) — flxy)
i ———————

—_— = !
a.l'r—*nﬂ-ﬂ;r Ax—0 X2 — Xy Fiex)
Desta forma a derivada f'(a) é a taxa instantanea
de variagio de ¥ = f(x) em relagic a x quando

X = d.

29



{_‘j.__v =y

Célculo Diferencial e Integral |
7.4. Continuidade de FuncGes Derivaveis

Continuidade de Funcdes Derivaveis

Se f(x) & continua em x; ndo implica a existéncia

de f'(x,). A reciproca porém é verdadeira, como
mostra teorema.

v" Teorema: Toda funcao derivavel num
ponto x, é continua nesse ponto.

Derivadas Laterais

v Definigido:

Se a funcdo y = f{x) esta definida em x,, entdioa  Se a fungdo y = f(x) esta definida em x,, entdo a
denivada a direita de fem x, € definida por:

derivada a esquerda de fem x, € definida por:

f:(xl}: lim f(xl+ﬂx)_f[;-rl)

f' (x ) _ ]_‘i:ll] f(-rl +"fﬂ-} - f('rlj
Ay—07 ﬂx - dr—=0" Ax
— ]_1'111 f(.T} _f(xljl = 1i111 M
T x— xl Xy X — .T1
caso o limite exista. caso o limite exista.
Importante:

Uma funcdo é derivavel em um ponto, quando as derivadas a direita e a esquerda nesse ponto
existem e sdo iguais.

Se forem diferentes, dizemos que este é um ponto anguloso do grafico da funcéo.

7.5. Regras de Derivacdo:

v

_— . v icao: = i
Proposi¢do: Derivada de uma constante Proposigao: Regra da poténcia

P f@=x"=f @)=n-x""
f=e= =1 =0

v Exemplo 1:
ou (1)Se f(x) = x’.entdo f'(x)= 55" =5x*
f)=e= £ (x)=0 (11) Se g[x} = x.entao g'(.\') =1x7 =1

(iii) Se h(x) =

= x" entdo i (v)=10.x""" =10x°

PET — EMB

30



O Célculo Diferencial e Integral |
S s

v Proposigdo: Derivada do produto de uma ¥ Proposigao: Derivada de uma soma
constante por uma fungio h) = f()+2(0) D F () = £ () +2 ()
g =c- f=g @ =c-f'() ) e s
v Exemplo 2: (i) Se f(x) = 3x* +8x+5. entdo
(i) Se f(x) = 8x".entio [ (x)= 8-(2x°)=16x Flx)=3-(4x")+8-140=12"+8

(11) Se g(‘.'} = 93’ —4y? + 21+ 7. entéo

(ii)Se g(z) = —2z".entdo gr(:]=—2-(?:?_1)=—14:5 ,
g(¥)=9-(5y"H—4-(2y)+2-1+0=45y* -8y +2

v Proposigéo: Derivada de um produto v Proposigio: Derivada de um quociente

M= f() g =HE@=f@)-g(+f®)-2®)  pp)= % S ()= £ DS g )
glx

[soF
Y Exemplo 4: . fx) . QEK} v Exemplo 5: A (b
Encontrar i (x) sendo h(x)= (22 —1)-(x* + ) Encontrar i (x) sendo h(x) = fx -
)= e 2ot ) O
s T ‘T’.+ wal ‘ W h.(x]:{xz—51+3)-(le)—(lrt—i]-(Ex—S)
) g f gk (x* —5x+3f

» [g(x)?

7.6. Tabela de Regras de Derivacédo

Tabela das Regras basicas
de derivacao

%(f) — 0 %{.\'“) = nx"! (cf) =cf’
(F+g)=Ff+g f-g)=f-4¢

(fg) =fg' +gf @’ _ af'~fg’

HE
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TABELA: Derivadas, Integrais
e Identidades Trigonométricas

e Dervadas « Integras
Sejam u e v funcoes deriviveis de r e n con- 1. f[du=u+ec.
- n o url-—l L
stante. o ’ .y 2. [u du=*=r+c, n#—L
L y=u" =y =nu"""u, 3.[%“=ln|u1+c.
] iy . X
2'1’—3‘ :by—u‘fltlj;‘“ 4. [a"du={—+¢c, a>0 a#1l
319'—; = A 5. [e%du=e"+e.
4 y=a" =y =a"(lna) v, (a>0, as#1). 5. fsen-u,du =—cos u+e.
A — @l arf — iyl
5. y=e i M 7. [cos udu=senu+ec.
6. y=1log,u =>-’y FE log, e 8. [tgudu=In|sec u|+e.
7. y= 1“::” = y= e ; 9. [cotgudu=In|sen u| + c.
8.y=u" =y =T +ut(lnu) v 10. [sec u du=In|sec u +tg u| + e.
9. y=senu =y S e 11. [ eosec u du = In |eosec u — cotg u| + c.
10. y = cos u = 1 UL 12. [sec utgu du=sec u+c.
. y=tgu =y =usec u. ) 13. [cosec u cotg u du = —cosee u + c.
12. y=cotgu = y' = —u'cosec?u. 14. lf s602 o dit — tgu+e.
13. y=sec u =y =u'sec utgu. 15. j cosec2u du = —cotg u +e.
14, y=cosecu =y = —u' cosec i eotg . Tl e — —a'rr te2 +e.
15. y=arcsenu = y = —% Ny
4 = ;1_‘1:3“ 17 .!Egd_iag—l In|2=2| +e, u? > a’.
16. y = are cos u :}--y:m. .
17. y=arctgu =>-y’=1_LLL2. 18. | UHJMZ_]HH_'_ T
- du__ _ : 7
18. y =arc cotgu :‘.rmr_; 19. -!.Wu{n —ln|u+ \fuz—ﬁj'+c.
19. y = are sec u, |u}| =1 20. ad“ — = arcseny +c, u? < a2,
o u . i
=Y = AT [ > 1. 21. | uffu_a = lare sec 2| + .
20. y = are cosec u, |u| = 1
o ! -
=9 = —Ivlv?—_l’ml -

e Formulas de Recorréncia

sen™ law cos qu

Tl
+ ?"T_I} [ sen™ 2au du.

Identidades Trigonométricas

) j senau du = —

4 o o
.sencxr 4 costx = 1.

1
2. 1 +tg’s =sec’s. 2. [ cos™ au du = sen au cos" 'an
31 +2mtg'21:r_ ;Cfrsecg:r:, ' _f? nT—l ) [ o2 au du.
4. senga: = IT P
5. cos® ¥ = ~TOFEE 3. [tg"au du = Q{T‘fﬂ — [tg" 2au du.
6. sen 2x = 2sen r cos 1. '
7. 2senr cos y =sen(x —y) + sen (T +y). 4. [cotg™au du = _m;?::'lt;u — [ cotg™ 2au du.
8. 2senxsen y =cos(r —y) —cos(z+y).
9. 2cos xcos y=cos(xr—y)+cos(z+y). 5 fsec‘“audu:m

T : a(n—1)
10. 1+senxr=1=%cos(§ —z). "

+ (%) [ sec™ 2 au du.

_ cosec” 2au cotg au

6. [ecosec"au du = - am-11_
+(n 1) [ eosee™ 2au du.
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8. Derivada de Fungdo Composta:

Proposigdo: Regra da cadeia
Se y=glu) e u = fix) e as derivadas dy/dx e du/dx
existem, entdo a funcdo composta y = g[fx)] tem

derivada que & dada por:

dv  dv du - - .
—=—-—ouy(x)=g@)-f (x
dx du dx ( )1 )
v Exemplo 7: _
Dadoy = f(x) = (¥’ +5x+2)?.de‘re1'111i1m1'%

x

v"  Resolugio:

y= g(u} = uT e H= f(r:l = .T1 +5x+2

dy

=) 0x+5)=7-( +5x+2f (23 +5)

¥ Exemplo 8: Dada a funcio: i
fy

y = (3x* + 1)3 (x —_rz)g . determunar —
dx

v Resolugdo: Temos o produto de duas funcdes
fO=0x+1)° e gx)=(x-17)

v Assim,
¥'(x) = f(x).g'(x) + f'{x). g(x)
v" Pela regra da cadeia temos:
f1(x)=3(3x" +1)".6x

S
g'(x)=2(x-x").(1-2x)

y'(x) = flx).g'(x) + f(x). g(x)
v Logo
y'(x) = (B3x2 +1)%.2(x —x3)(1 — 2%)
+3(3x2 + 1)%.6x. (x — x%)?

=232+ 1)*(x —x3)(1 - 2x)
+18(3x2 +1)% (x — x?%)?

v Exemplo 9: Calcule a derivada da fungo:

x+1
y= =
VX -3
v"  Resolugio: Temos o quociente de duas fungdes,
logo,
() = g(x). f'(x) + f(x). g'(x)
[g(x)]*
onde,
fixl=x+1 e glx)=vx*-3
Logor:
yix) = e
) (x2 —3)1Wx2 -3

PET — EMB
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b | A

8.1. Derivada de funcdo inversa

Teorema:

Seja y = f(x) uma funcdo definida em um intervalo
aberto (a, b). Suponhamos que f(x) admita
inversa x = g(y) continua. Se f'(x) = dy/dx existe
e ¢ diferente de zero para qualquer x <(a, b),
entdo g = f-1 é derivavel e vale:

11
[ flgk]

g'(}-') =

Exemplo:
Sejay = flx) = 8x°. A sua inversa é dada por:

1 —
x=g(y)= ¥

Podemos ver que: f (x)=24x" e parax=0
1 1 1 1

Fl(x) 24x° 24(1_%]" 6y

g ()=

8.2. Derivadas sucessivas

Definicdo: Seja f uma funcéo derivavel. Se f > também for derivavel, entdo a sua derivada é chamada
derivada segunda de f e € representada por:

d* f(x)

dx”

f @)=

Se f >’ é derivavel, entdo a sua derivada é chamada derivada terceira:

3 ar d’ d*f(x
PO = = 0 S T

a’
Derivada n-ésima:
n n d” d” x
f()(x)zf (X)= iﬂz f;(,)
dx dx

Exemplo:

Seja y = f(x) =3x* +8x+1, entdo:

y =f(x)=6x+8

34
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8.3. Derivagdo Implicita

Consideremos a equacao:
F(x,y)=0

Dizemos que a funcdo y = f(x) é definida implicitamente pela equagdo acima se, ao substituirmos y por f(x),
esta equacdo se transforma numa identidade.

e Nem sempre é possivel encontrar a forma explicita de uma funcéo definida implicitamente.
e O método da derivacdo implicita permite encontrar a derivada de uma funcéo assim definida, sem a
necessidade de explicita-la.

Sabendo que y = f(x) € definida pela equagdo xy* +2)° =x—2y,

determinar v .

Resolugao:
(‘\‘_1"2 +2y° ) = (x = 2'1_..)'
(-\'_1-‘2 ) + (2_1.’3 ) = (r) - (21)
x‘z."'d;]: +37+6)° i = Qd_]

dx dx dx
x2yy + 2 +6y*y =1-2y
Isolando v :

-y

8.4. Derivadas: Fungdes trigonométricas inversas

u

y=arc senu= y' =7
. —u
y=arc cosu =y =—F——
VI —u”
. u
J.’ = arc tg U= _1"' == ol
l+u
. i
y=arc cotgu — v = 3
1+u
y=arc secu, u‘ =g ‘”‘ i

Hb
N

y=arc coseci,lulz2l=y =

u‘ >1

—u
~ P
‘H‘\MF -1

35
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8.5. Derivadas: Funces hiperbdlicas

y=senhu =y =coshu-u
y=coshu= y =senhu-u
y=tghu=y =sech’ u-u

y =cotghu = y =—cosech’ u-u
y=sechu =7y =-sechu-tghu-u

y =cosechu = y =—cosechu -cotghu-u
8.6. Derivadas: Fungdes hiperbdlicas inversas

u

y=argsenhu =y = ——
u” +1
: u
y=argcoshu =y = — sl > 1
u =1
: u
y=argtghu=y = 5 H‘ <l
-3
. u
y=argcotghu = y = " - ,|l-!‘ >1
—u

hii=s % =— = Q< <l
y =argsechu Y = = u
U1l —u”

; —u
y=argcosechu =y = ———=—,
\u |N1—u”

8.7. Diferencial

uz0

Sejam y = f(X) uma fungao derivavel e Ax um acréscimo de x. Definimos:
a) A diferencial da variavel independente:
dx = Ax
b) A diferencial da variavel dependente:
dy= [ (x)-Ax = f (x)-dx
dy

ou =)

36
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v Interpretagao Geomeétrica:

Exemplo:
Se y = 6x° — 4, calcule Ay e dy para x =2 e Ax = 0,001.

Resolucéo:

Usando a defini¢cao de Ay, temos:
Ay=f*i+Ax) - f (%)
Ay =1(2 +0,001) - f( 2)
Ay =1[6-(2,001) >~ 4] - [6 - 2* - 4]
Ay =20,024006 — 20 = 0,024006

Usando a definigdo de dy, temos:
dy = f'(x) - Ax
dy=12x - Ax=12-2-0,001

dy = 0,024

Observe que Ay — dy = 0,000006.

PET — EMB

Como PM = dx, segue
que dy = MR
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9. Regras de L Hospital
Proposi¢do: Férmula de Cauchy

Se f e g sdo duas funcBes continuas em [a, b], derivaveis em (a, b) e se g’ (x) # 0 para todo x € (a, b), entdo
existe um nimero z € (a, b) tal que:

fO-f@ _ £
g®)-g@) £

Proposicao: Regras de L’Hospital

Sejam f e g funcdes derivaveis num intervalo aberto I, exceto, possivelmente, em um ponto a € |.
Suponhamos que g’ (x) # 0 para todo x# aem |I.

/()

(1) Se lim f(x)=lmg(x)=0 e lim f (x) =L, (i7) Se lim f(x)=limg(x)=» e lim=~——-=1,
X—a x—a X— g (I) X—a X—a x—a g (Y)
entdo lim AL =lm f.l () =L entdo lim ACY =lim / ,('T) =L
x—a g(jb} r—=a g {x) Toa g(Y) g (Y)

Exemplo:

Determinar: . Y +x—06
lim ———=
=2 x° —3x+2

Temos uma indeterminacao do tipo %. Aplicando a regra de L' Hospital, temos:

o ox’4+x—=6 _ . 2x+1_2.2+1
llim————=1lim = ~=5

=2 x° —3x+2 »=>22x-3 2.2-3

9.1. Méximos e Minimos

X, X, X, X, X

Pontos de abscissas — x1,x2,x3 e x4. — (Pontos extremos da funcéo).
Os valores f(x1) e f(x3) — maximos relativos
Os valores f(x2) e f(x4) — minimos relativos

38
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Definicéo:

Uma funcdo f tem um méaximo relativo em c, se existir um intervalo aberto I, contendo c, tal que f(c) > f(x)
para todo x € I N D(f).

Definicéo:

Uma funcdo f tem um minimo relativo em c, se existir um intervalo aberto I, contendo c, tal que f(c) > f(x)
para todo x € I N D(f).

Proposicao:

Suponhamos que f(x) existe para todos os valores x € (a, b) e que f tem um extremo relativo em ¢, onde
a<c<hbh.Sef’(c)existe, entdo f ’(c) = 0.

Se f ’(c) existe, entdo f ’(c) = 0 é condicdo necessaria, mas ndo suficiente p/ existéncia de extremo relativo.

- kY
a

()

al

O ponto ¢ € D(f) tal que f ’(c) =0 ou f ’(c) ndo existe, € chamado ponto critico de f.

Proposicao:

Seja f: [a,b] — IR uma func¢do continua, definida em um intervalo fechado [a, b]. Entdo f assume maximo e
minimo absoluto em [a, b].

Definicoes:

Dizemos que f(c) é o maximo absoluto da funcéo f, se ¢ € D(f) e f(c) > f(x) para todos os valores de x no
dominio de f.
Dizemos que f(c) é o minimo absoluto da funcéo f, se ¢ € D(f) e f(c) > f(x) para todos os valores de x no
dominio de f.

Exemplo:

(i) - A fungao f(x) = x* + 6x — 3 tem um minimo -
absoluto iguala —12em ¢ = —3. (graf. a)

=¥

(ii) - A funcao f(x) = —x? + 6x — 3 tem um
maximo absoluto iguala6emc¢ = 3. (graf. b))

@) )
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9.2. Teoremas sobre Derivadas
9.2.1. Teorema de Rolle:

Seja f uma funcéo definida e continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Se f(a) = f(b) = 0, entdo existe pelo
menos um ponto c entre a e b tal que f °(c) = 0.

O teorema pode ser estendido para fungdes tais que f(a) = f(b) # 0.

(b (c) {el)
9.2.2. Teorema do Valor Médio:

Seja f uma funcéo continua em [a, b] e derivavel em (a, b). Entdo existe um numero c no intervalo (a, b) tal
que:

fn((,): f(b)—f(ﬂ)

b—a

Interpretacdo Geométrica:

f(b)

A
fla)} -

9.3. Funcgdes Crescentes e Decrescentes

Definicéo:
Dizemos que uma funcdo f, definida num intervalo I, é crescente neste intervalo se para quaisquer x1, X2 € |,
x1 < x2, temos f(x1) < f(x2).

fix.)
fix,) - -- >

b
kS
< ¥
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Definicéo:
Dizemos que uma funcéo f, definida num intervalo I, é decrescente neste intervalo se para quaisquer x1, X2 €
I, x1 < x2,temos f(x1) > f(x2).

r{lx'h) g

|

Proposicao:

Seja f uma funcdo continua no intervalo [a, b] e derivavel no intervalo (a, b).
(i) Se f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entdo f é crescente em [a, b];

(ii) Se f’(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f é decrescente em [a, b].

9.4. Critérios para determinar os Extremos de uma Fungéo

Teorema: Critério da derivada primeira para determinacdo de extremos

Seja f uma funcéo continua no intervalo fechado [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo (a,
b), exceto possivelmente num ponto c.

(i) Se f’(x) > 0 paratodo x < c e f ’(x) <0 para todo x > c, entdo f tem um méaximo relativo em c;
(ii) Se f ’(x) < 0 paratodo x < c e f ’(x) > 0 para todo x > c, entdo f tem um minimo relativo em c.

Teorema: Critério da derivada segunda para determinacéo de extremos

Seja f uma funcéo derivavel num intervalo (a, b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto é, f ’(c) =0,
coma<c<b. Se fadmite a derivada f >’ em (a, b), temos:

(i) Se f ”’(c) <0, f tem um valor maximo relativo em c.
(ii) Se f >’(c) > 0, f tem um valor minimo relativo em c.

9.5. Concavidade e Pontos de Inflexao

Y y=1x) 4Y
y=1x)
v Qual sentido gira a reta tangente?
Gira no sentido anti-horario.
v E aconcavidade?
Voltada para cima.
a c b oy a b x

v Qual sentido gira a reta tangente?
Gira no sentido horario.

v E aconcavidade?
Voltada para baixo.

@ ®)
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Definicéo:
Uma funcao f € dita concava para cima no intervalo (a, b), se f ’(x) é crescente neste intervalo.

Uma funcao f € dita concava para baixo no intervalo (a, b), se f ’(x) for decrescente neste intervalo.

Proposicao:

Seja f uma funcéo continua no intervalo [a, b] e derivavel até segunda ordem no intervalo (a, b).
(i) Se f ”’(x) > 0 para todo x € (a, b), entdo f € concava para cima em (a, b).

(ii) Se f >’(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f é concava para baixo em (a, b).

Definicéo:

Um ponto P(c, f(c)) do grafico de uma funcédo continua f € chamado um ponto de inflexdo, se existe um
intervalo (a, b) contendo c, tal que uma das seguintes situacdes ocorra:

(i) f é cdncava para cima em (a, ¢) e cdncava para baixo em (c, b).
(ii) f é cdncava para baixo em (a, ¢) e concava para cima em (c, b).

9.6. Taxa de variagao

Dada uma fungéo y = f(x), o quociente:

Ay _ f(x+ A0~ f(x)
Ax Ax

Representa a taxa média de variacdo de y em relacdo a x.

A derivada:

J(x+A0) - f(x)
Ax
E a taxa instantanea de variacdo ou simplesmente taxa de variacéo de y em relacéo a x.

/()= lim

Exemplo:

Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16m de altura e uma base com 4m de raio. Se agua esta
sendo bombeada para dentro do tanque a uma taxa de 2m*/min. Com que velocidade o nivel da agua esta se
elevando quando sua profundidade for de 5m?
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velocidade mmma&ww&n:’%
e =t Wone
ey i ‘ﬁf*%
Come: av _dv dh = dp’=i:r.§?:.@
dt  dh dt dr 16 dt
Y r 4 1
Boeoneiemesaie| = = r=—Fh . -
b 16 4 ::>2=ifr.i'zl.ﬂ = @=323
16 dt dt  mh
A R A ——
Quando hesm == == % 0.41 mf

9.7. Construcdo de graficos
Etapas Procedimento Definicdes e
Teoremas
12 Encontrar O(f) | = ———-
24 Calcular os pontosde |  ————-
Iinterseccdo com 0s eixos
34 Encontrar os pontos | Teorema de Rolle
criticos
4a Determinar os intervalos Proposicéo
de crescimento e
decrescimento de f(x)
Teorema da

Ha Encontrar os maximos e
minimos relativos derivada segunda
Determinar a FProposicéao

.Ba
concavidade e os pontos
de inflexdo da funcéo
74 Encontrar as assintotas Definictes de
horizontais e verticais, se assintotas
existirem
82 Esbocar o grafico | @ ———

9.8. Formula de Taylor
Definicéo:
Sejaf: | — IR uma funcdo que admite derivadas até ordem n num ponto c¢ do intervalo I. O polinémio de
Taylor de ordem n de f no ponto ¢, que denotamos por P,(x), é dado por:

4G (x—c) +...+—f:n:l ©) (x—c)".
2 nl

B(x)= flo)+ f (e)x—c)+

Emx=c. F(c)=f(c)
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Exemplo:

Determinar o polinémio de Taylor de ordem 4, da funcdo f(x) = €%, no ponto ¢ = 0.

) =F == "0)=¢"

e assim

fO=f O == PO =" =1,

fT(](}{x—r}]+__ (J. c)'.

B()=f©)+f -0+

a(x)=1+1(x—0)+l(x—o}’+_1-(x—0)3 +%(1‘—{});

: 3 1 1
x 1 : .
P(‘.) 1+1+TI+§ T c X ¥

Resto= R, (x) = f(x) —B,(x) ou f(x)=PF,(x)+R,(x)

Logo F,(x) éuma proximacao para jf(x), com

o
= 1@+ f @0+ L Doy s o Doy ik,

10. Integrais indefinidas

10.1. Funcdo primitiva

Definicéo:

Uma funcdo F(x) é chamada uma primitiva da fungédo f(x) em um intervalo I, se, para todo X € I, temos:
F(x)=f(x)

Proposicao:

Seja F(x) uma funcdo primitiva da funcéo f(x). Entdo, se ¢ é uma constante qualquer, a funcdo também é
primitiva de f(x).

G(x)=F(x)+c
Proposicao:

Se f” (x) se anula em todos os pontos no intervalo I, entdo f é constante em 1.

Proposicao:

Se F(x) e G(x) s&o funcdes primitivas de f(x) no intervalo I, entdo existe uma constante c tal que G(x) - F(x)
=c¢, paratodo x € I.
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10.2. Integral indefinida
Definicéo:

Se F(x) € uma primitiva de f(x), a expressdo F(x) + ¢ é chamada integral indefinida da fungéo f(x) e é
denotada por:

J‘f(x)dx =F(x)+ce F (x) = f(x)
Propriedades:

Sejam f, g: | € IR e K uma constante. Entéo:
(i) J'I& F(x)dx = KJ' F(x)dx
@) [ (f(0)+g)ax=[ f(x)dx+ [ g(x)dx
11. Integrais Definidas
11.1. Area

Matematica da antiguidade: Método da Exaustéo

“Aproximar a figura dada por meio de outras, cujas areas sdo conhecidas”.

I

L
A, (@ (t)

Encontre a area do circulo acima:

A, =n-4, Ll
__-{ —_ in n
onde : T I
e
A, = ¢aarea do poligono P, onde :
A, = ¢adrea do tridngulo I, = base do triangulo
n = ¢ a quantidade de triangulos h, = altura do tridangulo
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. 5 uando :
A,=n-4; m Q
h  p, -} "
h
4n =I{}/ H = p?‘l p” 52737* 7
N 2 2 Comprimento da
p Oiq y ]?“ =r circunferéncia
i . Temos:
p, = perimetro do poligono ,
. 2m-r 2
- | = =T Area do circulo
pn _n]n 11_1;2‘4” 2 " E%’
Regido plana S: Soma de Riemann
Y y =f(x)
-1
S \
a b x
AY

Aproximamos a figura por poligonos
cujas areas possam ser calculadas pelos
métodos de geometria elementar.

AY

ot
%

AN

%

n=4

A soma das areas dos n retangulos é:

S, = fle))Ax, "‘f(fz)’lxz +"'+f(cn JAx,

PET — EMB

ou

S, = if(ci )Ax:'

Tal formula é conhecida como Soma de Riemann
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b | A

Definicéo:
Seja y = f(x) uma funcdo continua, ndo negativa em [a, b]. A area sob a curva y = f(x), de a até b, é definida
por:

A= Im c. JAx,
mdxAx; —0 ; f( ! ) !
onde para cada i = 1, ... n, ¢; € um ponto arbitrario do intervalo [X;.1, X;].
11.2. Integral Definida
Definicéo:
Seja f uma funcéo definida no intervalo [a, b] e seja P uma parti¢do qualquer de [a, b].
A integral definida de f de a até b, denotada por:

jf(x)dx

E dada por:

maxAx; —0

b n
J f(x)dx = lm Z f(cf. )AY‘,-

a e b sdo os limites de integracdo
a = limite inferior

b = limite superior

_Tf(x)dx =j)‘f(f)df =j1f(}5‘)ds

Podemos usar qualquer simbolo para representar a variavel
independente

jf(x)a’x

0
7
%<V
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Definicéo:
(@) Sea>Dh, entdo:

b a
[/ Gydx == f (x)dx
a b
(b) Se a=Db e f(a) existe, entdo:
Ilf'(x)dx ={)

Teorema:
Se f é continua sobre [a, b], entdo f é integravel em [a, b].

Propriedades:

Proposicao:
Se f é integravel em [a, b] e k € um namero real arbitrario, entdo k f é integravel em [a, b] e

fk f(x)dx = kff(x)dx

Proposicao:
Se f e g sdo funcdes integraveis em [a, b], entdo f + g € integravel em [a, b] e
b b b
I [f(x) + g(x)]a&f = J.f(x)a&f + I g(x)dx
Proposicao:
Sea<c<bheféintegravel em [a, c] e em [c, b], entdo f é integravel em [a, b] e

]J‘f(x)dx = j:f(x)d\f + jlf(x)dx

Proposicao:
Se f é integravel e se f(x) > 0 para todo x em [a, b], entéo
b
j F(x)dx20
Proposicao:

Se f e g sdo integraveis em [a, b] e f(x) > g(x) para todo x em [a, b], entdo:
b b
J.f(x)dx > J.g(x)dx

Proposicao:
Se f é uma funcgéo continua em [a, b], entéo:

[ foyx

< [1f ol
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Proposicao:
Se f é uma funcéo continua em [a, b], existe um ponto c entre a e b tal que:

TY
y=f(x)
7

o) -------- N /

R N AR . L 2
NN @)= (6 -a)f ()
:‘:‘\ h>§\\3\{\\‘\-\:‘ = _D

™ -
\\Q\\:\g ‘\\\\\\:Q Area do retangulo de
base (b-a) e altura f(c)

o
[}
o
x ¥

11.3. Teorema Fundamental do Calculo

Proposicao:
Seja f uma fung&o continua num intervalo fechado [a, b]. Entéo a funcdo G: [a, b] — IR, definida por:

G(x)= [ f()dr

Tem derivada em todos 0s pontos X ¢ [a, b] que é dada por:
G (x) = f(x)., ouseja.

d ¢
o[ f@di= )

Teorema:
Se f é continua sobre [a, b] e se F é uma primitiva de f neste intervalo, ent&o:

[ f()dx=F(x)

Ou simplesmente,

F(x)=f(x)

" = F(b)-F(a)

12. Método da Substituicédo

Sejam f(x) e F(x) duas funcgbes tais que F *(x) = f(x).

Suponhamos que g seja outra funcdo derivavel tal que a imagem de g esteja contida no dominio de F.
Podemos considerar a fungdo composta Fog.

Pela regra da cadeia, temos:

[F(g(x)] =F (g(x)-g ()= f(g(x)- g (x)

Isto é, F(g(x)) é uma primitiva de f(g(x)).g’(x).

| £(g(x)- g (xxix = F(g(x)) +c
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Fazendo u = g(x), du = g’(x)dx, teremos:

If(g(x)) g (x)dx = jf(u)du =Fu)+c
‘_7_' \_'_l

u du
Exemplo:
Calcular a integral:
2x
j_ sdx ="
I+x
Mudanca de variaveis
, du
gx)=u=77"= g (x) :d_ =777
X

Mudancga de variaveis

u=1+x>= du=2xdx

J'f(g(x)) g (x)dx = Jf(u)du =F)+c

Calculando a integral:

S =Inlul+c

u

2 ", i o]
J "'--x._z___dx_.": = In|z|+c=In (l + X )+ ¢
X

13. Método de integracao por Partes

Sejam u = f(x) e v = g(x) funcdes derivaveis no intervalo I. Temos:

d dav dut
—(u-v)z H-—+v-—
dx dx dx
ou

(u-v) =u-v +v-u
ou ainda

/() 2] = f(2)-g () +g(x)- f (%)
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Reescrevendo a derivada do produto de f(x) e g(x), temos:

f(x)-g (x)=[f(x)-g(x)] - gx) 1 (x)

Integrando ambos os lados dessa equagéo, obtemos:

[F@)-g dv=[[f(x) g(0)]dr = [ g(x)- £ (x) dx

Observe que a integral da derivada é igual a fungéo.

Logo,

Na prética:

Logo,

Exemplo:

u dv u Vv \'} du

" A
J7(0)-g (0 dv=F(2)- ()= [2(x)- £ (x) v

u=f(x)=du=f(x)dx
v=g(x)=dv=g (x)dx

Izzdv=zz-v—jv-du

Calcular a integral: J‘xzsen(x)dx =

PET — EMB

u=x> = du=2xdx

dv=senxdx =v = I sen xdx = —Ccosx + ¢

Substituir em j!f dv=u-v— J.v ~du

I x’sen(x)dx = x” - (— cosx) - I (— cos x)- 2xdx

L ] 1 Y ] L Y ;
u v v du
2 2
j x?sen(x )y = —x? cosx + ZI X COS xdx

L—T—J

Integra por partes:

U=x=du=dx

dv=cosxdx=v= jcos xdy =senx+c¢

I.r'sen xdx =—-x"cosx + 2.(.\‘5611 X- jsen .\‘dx)
l_l_l. Y J L Y FL.T_J

u v v du

=—x"Ccosx+2xsen x+2cosx+c
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14. Exercicios de Revisao

1. Determinar todos os intervalos de nimeros que satisfacam as desigualdades

abaixo.

r—1
z 0
a) P <
b) |x—-3| =21

c) 2z—1>5x+3

d) |52 <4

2. Determine o dominio, imagem e inversa das func¢oes abaixo:

5) FR=2

il A = = _}‘ 1

b) g(x) = :-::11
T

c) hiz) = r—s

3. Encontre as assintotas horizontais e verticals das funcoes abaixo e esboce o grafico

destacando-as.

a) f(x)= 2321_1
b) g(z) = 567;(43}
) hia) = ——

4. Calcule os limites a segnir:

) i 24 6x 45
a 1My_s_1 m
10z
b) lim,
) AD\/-:.-;2+3—\/:1".—|—3
y—2

¢) lim,., .. —————
) T2 4243

d) im, ., vV2?2+1—=2
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A

x

e) lim,_ .
) ol cos®(x)

g "
) lim (:E £ 1)

5. Analise a continuidade das funcoes abaixo:

-

o]

5 i w2 sex #£4

1, sex=1414

2149 sex <0
b)f(:r-:{r_F ser <

2—z sex>0

6. Calcule os limites abaixo:

a) lim . .
R0 sen2z 1 — cosx

cotg(z)
cotg(2x)

7. Determine a primeira e a segunda derivada das funcoes a seguir.

224z
a) fl) =2 2

b) g(z) = (in(z) — z*)*

b) lims.g

8. Resolva as integrais abaixo pelo método que julgar conveniente:
Inx

———dx
S e e z(1+ In2z)

b) [xsec*(2z)dx

- )=
o [WELDE

N
9. Calcule a drea delimitada simultaneamente pelas curvas y = z°, y = —222 + 3 e
5 =0

10. Um campo retangular estd limitado por uma cerca em trés de seus lados e por um
corrego reto no quarto lado. Determine as dimensoes do campo, com drea maxima,

que pode ser cercado com 1.000m de cerca.
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15. Respostas (Exercicios de Reviséo)

1
a) 1.24'<2 C)I‘E—g
e 2 11 .
b) z>4o0ux <2 d)ﬁi—goumz—ﬁ
2- = e
a) D(f) —R—{-1}, c) D(h) =R -(0,1],
Im(f)=R—{-1}, I”?(f):rﬁ+2—{1},
1—x Yy
“1() — : h=1(z) — :
@) = s i) = s
3.
a) Assintotas Verticais: * = 1 e x = —1. Assintotas Horizontais: y = 0.

b) Assintotas Verticais: Nao existe. Assintotas Horizontais: y = 0.

c) Assintotas Verticais: © =1 e r = 3. Assintotas Horizontais: y = 0.

+ 4 1) 0
T C
E'l} —g.
b) —20/3; 1
.|
) 0 f) <
5. i
a) f nao é continua em x = 4;
b) f é continua em x = 0.
6.a) %
6.b) 2
272 — 6 — 3 30
Fa) P = 25 ST ey SN
2) F@) = g tarv0 I = Gz —ap
OO . 3N 73 9 _ 1022 + 302° — An(z) — 1223In(z
1.6} ¢te) — 2(In(x) — a*)(—1+ 3 ],g”(:r.‘) _# 10z 4 30 023;1{.” 12z IH[J):
K £ e
8_a) F(l‘) == MT_{W _l_C;
8b) F(z) = xm?i(?--’?) ol 3??|SC§(2'~F}| _—

8.) F@) = (Vi + 1" 4
25
9) A= Tp s

10) Comprimento: 500m Largura: 250m
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16. Sugestédo de Estudo

Para melhor entendimento da matéria, primeiramente deve se ler os capitulos do livro que sdo estudados em
sala assim que lhe s@o apresentados. Apos o término da leitura do capitulo, é sugerido tentar resolver os
exemplos do livro sem olhar a resolucdo e em seguida resolver os exercicios sugeridos pelo professor. Para
fixar e revisar 0 assunto, essa apostila deve ser estudada.
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